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Introducere

Lucrarea de fata isi propune sa trateze aspecte teoretice si metodice ale
notiunilor de convexitate si concavitate.

Tratarea acestor notiuni este facuta atat prin mijloace elementare, cat
si prin tehnici de calcul diferential si integral. Cele cinci capitole acopera
notiunile de marginire, continuitate, derivabilitate si integrabilitate.

Primele patru capitole pregatesc bazele teoretice ale acestor notiuni, care
vor fi utilizate in capitolul al cincelea, rezervat aplicatiilor. S-au pus in evidenta
diferitele concepte de convexitate si conditii minimale de echivalenta a lor.

Aplicatiile tratate sunt alese din toate ramurile analizei matematice la nivel
liceal. Solutiile acestora sunt formulate tot la nivel liceal. Multe dintre aplicatii
sunt probleme propuse elevilor la diferite etape ale Olimpiadei de Matematica
in ultimii ani.
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Preliminarii

Pentru prima data un elev intalneste notiunea de ”convex” sau ”concav”
in geometrie la definirea poligoanelor convexe sau concave. Imaginea sa din
punct de vedere geometric nu va coincide insa cu aceea pe care o va primi mai
tarziu, cand va studia functiile convexe sau concave. Ca si tehnica de lucru, a
stabili daca un poligon este convex, sunt folosite in principiu doua rezultate,
date de:

Proprietatea 1.1. Un poligon este convex daca si numai daca orice diagonala
a lui este situata in interiorul sau.

Proprietatea 1.2. Un poligon este convex daca gi numai daca fata de orice
dreapta suport a laturii poligonului, toate celelalte varfuri sunt situate de
aceeasi parte a ei.

Nu suntem interesati de acest tip de convexitate, motiv pentru care nu
demonstram aceste proprietati, acestea eventual se fac in clasa a [X-a. Vom
studia convexitatea respectiv convexitatea pe R, motiv pentru care vom defeni
prioritar ce este o submultime a lui R, care este convexa prin:

Definitia 1.1. Fie A C R. Spunem ca A este convexa daca pentru orice
a,b € A avem |a,b] C A.

Definitia 1.2. Pentru a,b € R, avem [a,b] = {ba + a(l — a) |« € [0,1]} iar
(a,b) ={ba+ (1 —a)a|a e (0,1)}.

Observatia 1.1. A C R este convexa daca gi numai daca A este interval.
Multimile unipunctuale sunt convexe in R.

Avem ca si rezultat al Definitiei 1.2, urmatorul rezultat:
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Propozitia 1.1. O multime C C R este convexa daca st numai daca pentru
omce neN;n>2gi pentru orice X1, X, T3, ..., T, €C' §1 ap, g, i3, ..., vy, ER |

cuZaz—l avemZvaGC

Demonstratie. Necesitatea. pentru n = 2, avem chiar definitia con-
vexitatii. Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru n si sa o demon-
stram pentru n + 1.

n+1
Fie deci ay, a9, a3, ..., apy, g CU E a; =14ic,c9,03,...,cp01 €C.
i=1
n+1
i) Daca vy =1=>a1=ay=--=a, =0si g cio; = cpyq € C
1
n
A 89°
ii) a1 # 1, notand ¢ = E Ck, avem
1 — Qpp1

n+1
d i = arer + ey + -+ A+ Onganpr = (1= apa1)e + anpicnp € C,

deoarece Z =1, sideci ce C.

— Qpt1
Sufic1en§a Este evidenta, se deduce din cazul n = 2.

Definitia 1.3. Functia f : A — B este convexa, daca pentru orice a,b € A si
pentru orice « € [0, 1], avem inegalitatea:

flaa+ (1 =a)b) < af(a)+ (1 —a)fb),

respectiv f este concava daca

flaa+ (1 —a)) > af(a) + (1 —a)f (D).
Observatia 1.2. Daca f este convexa, atunci ”— f” este concava si reciproc.

Observatia 1.3. Este necesar ca (aa + (1 — )b sa fie din A pentru a,b € A,
adica sa fie convexa; si din acest motiv cum A C R, avem A = I. Vom studia
functiile convexe cu valori reale, definite pe I unde I este interval din R.

Observatia 1.4. Daca inegalitatea din conditia de convexitate este stricta,
atunci functia se numeste strict convexa respectiv strict concava. In acest sens
avem un exemplu de functie care este convexa, dar nu strict convexa.

f:R = R, f(x) = |z|, deoarece pentru a,b € (0,00) f(aa + (1 — a)b) =
(aa+ (1 —a)b| =aa+ (1 —a)b=af(a)+ (1 —a)f(b).

Acest exemplu este interesant prin faptul ca evident orice functie care este
strict convexa este gi convexa, reciproc insa nu.
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Vom da in continuare o interpretare geometrica a functiei convexe, respec-
tiv concave, ceea ce de fapt ramane in imaginea vizuala a elevului.

Propozitia 1.2. Fie f : I — R. Pentru a,b € I notam cu x = (1 — a)a + ab,
unde a € [0,1]. Avem f convexd dacd si numai daca:

b—=x T —a

F(1 = a)a+ab) < (1-a)f(a) +a— f(b) = 1— f(a) + 7 f(b).

Demonstratie. Pentru A(a, f(a)) si B(b, f(b)) ecuatia dreptei AB este y =
g(x) unde

o) = fa) + LD D gy 02Ty 1 220 g

avem deci f convexa daca si numai daca, pentru orice a,b € I in care a < b,
graficul functiei restrictionata la [a, b] este situat sub graficul segmentului AB
sau pe AB.

Analog, f este concava daca si numai daca, pentru orice a,b € I cu a < b,
graficul functiei restrictionata la [a, b] este situat deasupra graficului segmen-
tului AB sau pe AB.

Exista functii care nu sunt nici convexe, nici concave, si iata un exemplu:

1, x<0
f.]R—HRf(:E)—{ 1 z>o.
T :—|—2 1 1
Avem pentru x5 = =2 3 = f(azr;+(1—a)xe) = f(0) = -1 < 5-1—5-1 =0,
a=1/2
iar pentru
=9 12 1
9 =3 flazy+ (1 —a)ze) = f(-3+2)=f(-1)=1>-— = ——.
3 3 3
a=1/3

Verificarea se putea face din Propozitia 1.2 si din graficul functiei, dar am ales
verificarea prin definitie, pentru aplicarea corecta a acesteia.
Un rezultat analog cu cel din Propozitia 1.1 este dat de

Propozitia 1.3. Fie f : I — R, atunci f este convera daca st numai daca
pentru orice n €N, n>2 si orice x1, %2, ..., T, €1 $1 orice ay, g, Az, ..., o, ER

n
cu E o; = 1 avem:
1

f <Z aixi> < Z a; f(x;)  (inegalitatea lui Jensen).
1 i=1
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Demonstratie. Necesitatea. Se demonstreaza prin inductie dupa n. Pentru
n = 2, evident din definitia convexitatii.
Presupunand propozitia adevarata pentru n, o vom dovedi pentru n + 1.

n+1
Fie deci x1, 29, ..., 2401 € I i a1, 9,03,...,0,41 € Ry cu E a; = 1.
1

i) Daca a,41 = 1, deducem oy = ay = - -+ = v, = 0 si deci avem:

n+1 n+1

f E ;7; | = flang1) = E i f ().
1 1
.. . & Qg .
ii) Pentru ay, 41 # 1, definim ¢ = E —— 1 sl avem
1- Ont1

n+1 n
f (Z OZiZEi) =f (Z ;i + 04n+133n+1> =f (C(1 - an-i—l) + an+1$n+1)
1 1

Qg
<(1—anm)f (7 Ck) + a1 f(@ns1) € 1,
1- 7N |
n
. Q . . . .
deoarece avem si Z — = 1 gi deci ¢ € I, iar apoi pentru n = 2 avem
— Qpt1

concluzia.

Exemplul cel mai simplu pentru care o functie este convexa este la cel al
functiei de gradul intai, insa aceasta este si concava, dar avem in clasa a IX-a
un exemplu pentru strict convexitate, deci:

Propozitia 1.4. Functia f : R — R, f(x) = az® + bx + ¢ este convexd pentru
a > 0 st concava pentru a < 0.

Demonstratie. Fie a > 0 si x1, x5 € R; a € R pentru care

flazy + (1 — a)zs) = afox + (1 — a)zo)® + blazy + (1 — a)zg) +¢ <
< alaz? +bxy +c) + (1 —a)(azi + bry + ¢) & 23(1 — a)a + 25(1 — a)a—
—2a(1l — @)r1my > 0 & a(l — a)(zy — 29)* > 0.
Din aceasta verificare, putem motiva faptul ca graficul functiei de gradul doi
este cel pe care 1l prezentam copiilor la clasa. verificarea pentru a < 0 se face

analog. Pentru o functie trigonometrica insa, verificarea se poate face doar
pentru o = 1/2 gi avem:

Propozitia 1.5. Functia sinus verifica urmatoarele inegalitati:

G (rhyy L .
i) sin 5 > i(smx +siny); Va,y € [0,7);

N AN : 3T
i) sin 5 < §(s1nx+31ny); Va,ye ™|
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Demonstratie.
i) 2sin —sinx—sinyZO(:)sinx y—sinx+sinx y—sinyzO
— 3 — 3
<:>281ny xcos x—i_y—l—QSinx ycos y+x20
2 2 2 2
— 3 3
<:>281ny * coS x—'—y—cos yt+a >0
2 2
. —r_ . T+ . — T . —r . x+
(:)231Hy2 2sin 2ysmy2 20@4sm2y2 sin 23/20
. o Y
care este evidenta, deoarece € [0, 7.
3T
ii) Analog pentru x,y € ™|

Cele doua exemple impun o delimitare intre cele doua tipuri de convexitate,
deci

Definitia 1.4. Functia f : I — R se zice convexa in sensul lui Jensen, daca

. Tty 1
pentru orice z,y € I avem: f( 5 ) < E(f(a:) + f(y)).

Este evident ca orice functie convexa este convexa in sensul lui Jensen,
reciproc insa nu, doar in anumite conditii.

Avem o teorema de caracterizare pentru functiile convexe de tip Jensen
data de:

Propozitia 1.6. O functie f : I — R este convexa in sensul lui Jensen daca
st numai daca pentru orice n € N; n > 2 g1 orice 1,22, x3,...,T, € I avem:

f (“”“”2*”‘”") < L(F@) + o) + -+ ().

n n

Demonstratie. Vom demonstra prin inductie, dar o varianta de inductie,
cunoscuta ca forma, dar mai rar utilizata.

Vom demonstra mai intai ca P(2") adevarata.

Pentru n = 2, din definitie, iar pentru n = 4 avem:

T1+ Ty +x3+ T3 T1+ xo T3+ 24
al )<slr(257) s ()]

[f(@1) + f(22) + f(23) + f(24)]

2T 12
si din inductie f( ! ~ ) < 2—nz f(x;) si acum se face pasul pentru un n
1

oarecare.
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T kgn
Notam ay, astfel ay 4 T+ To+ -+, si
, ke{n+1,n+2,...,2"}
n
atunci avem:
" Ti+Tat -+ Ty
ap + as + - + agn [L’1+$2+"'+(2 —n) n
/ o =f o =

:f[($1+$2+'--+xn) <2in+2;_2:)] :f{(m—i—xg—i-“ﬁ-xn)%} <
an(@i):

(f(al)+f(a2)+---+f(an)+(2"—n)f <x1+x2+...—|—xn)) .

Pentru suficienta, afirmatia este imediata.

IN

—~ W= 2=

=

Pentru nivelul claselor liceale conceptul de convexitate de tip Jensen este
mai usor si mai comod de utilizat, iar conceptul de convexitate pe caz asa
numit general este mai greoi. Cele doua concepte sunt echivalente in clasa
functiilor marginite superior, asa cum rezulta din:

Propozitia 1.7. O functie f : I — R marginita superior este convera daca si
numai daca este convexa in sens Jensen.

Demonstratie. Deoarece orice functie convexa este si convexa de tip Jensen,
avem de aratat ca daca functia este marginita superior gi convexa in sensul
Jensen, atunci ea este convexa. Presupunem ca functia nu este convexa, atunci

1
exista a,b € I si ap € (0, 1)\{5} cu

(*) (1= ao)a+ agh) > (1 —ag) f(a) + ao f (D).

Daca consideram functia g : I — R, ¢(t) = U a)f(bg : C(Lt U0 pentru
B fla)a=b) B

care gla) = f(a) + "2 05t g(5) = £(8) - F5) =0

Putem deci presupune f(a) = f(b) = 0, caci in caz contrar facem anali-

za pe functia g, care este marginita superior, si atunci se poate considera
f((1—ap)a+ agh) > 0.
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1
i) Daca oy € (0, 5), atunci a; = 2 € (0, 1) si notand cu tg, t; numerele:

t(] = (1 — Oéo)a -+ Oé()b tl +a 1-— 20[0 1 20&0
T2 T2

200y
t=(1—a)a+ab 2 T
= (1 —CYg)a—FOéob:tO,

t1+a
2

adici f(to) = f( ) < 5 £(t). adici (1) > 2£(to).

1
ii) Daca aq € (5, 1), atunci notand a; = 209 — 1 si t; = (1 — ay)a + aqb,
avem ca
tv+b 1
! B = 5 {(1 — 20{0 + 1)0, + [(20&0 — 1) + 1]b} = (1 — Oéo)CL-'-Oéob = t()

t1+0b
2

1
si deci f(to) = f( ) < S F0) = f(t) > 2/(10)

In consecinti, in ambele cazuri putem determina oy € (0, 1)\{5} cu propri-

1
etatea f((1—aq)a+aqb) > 2f(ty). Prin inductie determinam «, € (0, 1)\{5

cu f((1—an)a+ayb) > 2"f(to), si cum lim f(t)2" = +o0, rezulta ca f este

marginita superior, contradictie.

Observatia 1.5. i) In baza acestei proprietati, deoarece functia sinus este
marginita superior si convexa de tip Jensen pe intervale determinate, se poate
spune ca pe intervalele pe care este convexa sau concava de acest tip este si
convexa sau concava pe caz general.

ii) Daca f : I — R este continua, atunci f este convexa daca si numai daca
este convexa de tip Jensen. Acest rezultat se obtine din faptul ca daca f este
continua, atunci restrictia sa pe fiecare interval compact [a, b] este marginita.



Capitolul 2

Monotonia si continuitatea
functiilor convexe

Nu intotdeauna putem asocia functiile convexe cu cele continue sau cu cele
monotone. Notiunea de functie continua nu induce automat pe acea de functie
convexa pe acel interval. In acest sens avem exemplul functieisin : R — [—1,1].
Din analiza urmatorului exemplu rezulta ca proprietatea de monotonie a unei
functii, nu o implica pe cea de convexitate sau concavitate.

1, z€]0,1)

pipa—r = o0t

Aceasta functie nu este strict monotona, dar este concava, mai mult, desi
functia este concava, ea nu este continua pe [0, 1], dar este continua pe interi-
orul intervalului.

2.1 Monotonia si convexitatea

. : . . f(t) = f(a)
Fie functia f : I - Rsia € I, s r, : I\{a} — R, r,(t) = —
—a
atunci are loc
Propozitia 2.1. Functia f : I — R este convexa (concavd) daca si numai

daca pentru orice a € I functia r, este crescatoare (descrescatoare).

Demonstratie. Necesitatea. f - convexa implica functia r, - crescatoare.
Fie a € I, t1,ty € I\{a} cu t; < ts.

11
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i)t <ty <a,to=(l—a)a+aTy, deci a = Z:Z € (0,1) si
f() < (T—a)f(a) +af(t) = f(t2) — fla) < a(f(t1) — f(a) =
=222 (s - fay » LS SIS
= f(tZ — (J;(a) < f(tiz — g(a) = r4(t1) < 7a(t2)
to —a

i)t <a<ty=a=(1—-a)ty+at; cua=

€ (0,1) si din

to —t

@) < (1= a)f(t) + (1) } <At

fla)=(1—a)f(a) +af(a) ty —t
(1)~ F(@) = (1= a)(f{t2) — f(a)) + al /() — Fla)),
de unde

(f(t2)—f(a))(a—t1)+(t2—a)(f(t)—f(a)) = 0 =

si deci 74(t2) > 74(t1).

t1 —a
111) a <t <tg, t1:<1—06)a+06t2; a = tl € (0,1)
—a

Deci f(t1) < (1 —a)f(a) + af(t) si fla) = (12— a)f(a) + af(a), de unde

tl—a

f(t) = f(a) < a(f(tz) — f(a)) =
f(t1) — f(a) < f(t2) — f(a)

= = t1) < tg).
tl—a - tg—a Ta( 1)_Ta( 2)

(f(t2) = f(a)) =

tQ—CL

In toate cazurile se confirm monotonia, de tip crescator.
Suficienta. Fie a,b € I i o € (0,1) fixati. Notam ¢ = (1 — «)a + ab € (a,b)
si deoarece r; este crescatoare avem:

fla) = f(t) _ f(b) = f(t) _ fla) = f(?) f(b) = f(t)
a—t = b=t  ala—b) “(-a)b-a)

fla) = f(t) _ f(t) = f(b)
==t SU-au-p = - @- (-0 <

<af(t) —af) = ft) <(1—-a)f(a) +af(b),

adica f este convexa. Daca functia este strict convexa atunci r, este strict

crescatoare.
Stabilim o alta conexiune intre convexitate si monotonie prin
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Propozitia 2.2. Daca f: I — R este convexa atunci

i) f este monotond pe I sau

it) exista to € I astfel ca f sa fie descrescatoare pe (—oo,to] N I si
crescatoare pe [ty,00) N 1.

Demonstratie. Fie f : I — R convexa care nu este monotona caci in caz
contrar are loc i). Deoarece f nu este crescatoare avem ca exista ti, o, t3 € I
cuty < to < tysi f(t1) > f(ta) si f(t2) < f(t3) (sau o alta varianta de
nemonotonie).

f }[tl, 1) €ste convexa si continua, exista ty € [ty, 3] in care f isi atinge marginea
inferioara pe [t1,t3]. Vom arata ca ty este un punct de minim global, f(t) >

f(t) — f(to) < f(t1) — f(to)

i) Daca t < t; = t4,(t) < 1 (t1) = <
t—1o t1 —to

unde f(t) > f(to).

ii) Daca t > t3, atunci ry,(t) > 74, (t3), de unde avem

f(t) — f(to) - f(ts) — f(to)

<0, de

> 0= f(t) = f(to).

t—ty,  — 13—t
b) — to) —
Daca a < b < tg = rq(b) < ry(ty) = I ?) /(@) < I/ (;) /(@) < 0si
—a 0o—a
deci f(b) < f(a), adica pe I N (—o0,ty] este descrescatoare.
to) — f(b — f(b
Daca ty < a < b, m(to) < mp(a) = flto) = 76) < fla) = A ), sl cum
to —b a—>b
f(to) — f(b) . . y
— < 0= f(a) < f(b), adica pe [tg, o0) functia este crescatoare pe
o —
In [to, OO)

Consecinta 2.1. Daca f : I — R este convexa si monotona, atunci functia
are un minim global.

Sa analizam urmatorul exemplu.

29z, z€l0]]
T, x €[, 12]

f:[0,2] - R f(x):{

al carui grafic este:



Lucrare de disertatie 14

Deoarece pentru oricare doua puncte A(a, f(a)), B(b, f(b)) cu a,b € [0,2];
a # b, graficul functjiei restrictionat la [a, b] nu este situat sub coarda AB, dar
nici deasupra coardei AB, functia nu este nici concava, nici convexa. Pe de
alta parte, nu este nici monotona si nu are punct de minim global, cu toate
ca pe [0, 1] este descrescatoare iar pe [1,2] crescatoare. Punctul de minim ar
putea fi g — 1, nu sunt insa in conditiile teoremei ................

Un alt exemplu analizat pe ideea acelei proprietati, dar pentru functii
concave, este urmatorul

f:00,2] - R f(x):{

al carei grafic este:

Deoarece pentru oricare doua puncte A(a, f(a)) si B(b, f(b)) cu a,b € [0,2]
graficul functjiei restrictionata la [a, b] nu este situat nici deasupra coardei AB
sl nici sub coarda AB. Functia nu este nici concava, nici convexa. Pe [0, 1] f
este crescatoare, iar pe [1,2] descrescatoare, punctul to = 1 nu este punct de
extrem.

Propozitia 2.3. Daca f: I — R este concava, atunci

i) f este monotond pe I, sau

i) exista ty € I, astfel ca [ sa fie crescatoare pe (—oo,to] NI i de-
screscatoare pe [ty,00) N 1.
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Demonstratia este analoga, ca si in Propozitia 2.
Aceste proprietati sustin conexiunea dintre convexitate si monotonie.

2.2 Continuitatea si convexitatea

Deja am utilizat o anumita conexiune, dar nu am motivat-o in mod rig-
uros. Acest lucru il vom deduce la capitolul urmator cu mijloace specifice
derivabilitatii. In acest capitol vom deduce acest lucru din considerente care
nu folosesc derivabilitatea. Avem

Proprietatea 2.1. Fie functia f : I — R, convera. Sa se arate ca functia
este continua in orice punct din intertorul luz I.

Demonstratie. Fie x¢g < 1 < x5 din interiorul intervalului I atunci, deoarece
f este convexa, deducem

M (x1 —x9) = lim f(x1) = f(xo).

S xrq1—x
T3 — 1 2 >0

0 < f(x1) — flzo) <

Pentru xy < z; < x5 din interiorul lui I avem:

0< flzy) — f(zg) < M(m —z) < f(x3) = f(@o)

T3 — I Tr3 — X1 (1'1 B 5170)

s deci lim f(z1) = f(xg), deci lim = f(xo).
r1T7E T—xQ
x1>xQ
Inegalitatile de mai sus se deduc din faptul ca functiile definite prin r, sunt
monoton crescatoare.
Este esentiala conditia din punctul xg € I, punct interior, deoarece in caz

contrar avem exemplul:

0.0 SR, ﬂ@={

care este convexa dar nu este continua in zy = 1.
Legatura dintre functiile convexe gi multimile convexe nu neaparat pentru
functiile continue, este data de

Propozitia 2.4. Fie f : I — R o functie. Avem:
i) [ este convexa daca si numai daca subgraficul sau

Gf={(x.y) ERxRlz el si y> f(x))

este convexa.
i1) f este concava daca si numai daca subgraficul sau

Gy ={(,y) eRxR|ze:y < (1)}

este concavd.
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Demonstratie. Facem demonstratia pentru i).
Necesitatea. Fie a = (a;,as) € G;f sib=(b,h) € G;f atunci ay > f(ay);
by > f(b1). Daca notam ¢ = (1—a)a+ab = ((1 — a)a; + aby, (1 — a)ag + abs).
Din faptul ca f este convexa avem: f((1—a)ai+aby) < (1—a)f(ar)+af(b) <
(1 — a)as + aby = c € G, adicd aceasta este convexa.
Suficienta. Fie a,b € I i o € [0,1] i deoarece G}L este convexa si
(a, f(a)); (b, f(b)) € G} rezulta ca (F} convexd) = ((1 — a)a + ab, (1 —
a)f(a) + af(b) = (1 - a)(a, f(a)) + ab, f(b) € G} = f((1 —a)a+ab) <
(1—a)f(a)+ af(b), adica f este convexa.

Aceasta propozitie permite intr-un fel identificarea functiilor convexe, prin
faptul ca subgraficul sau este o multime convexa.



Capitolul 3

Functiile derivabile si
convexitatea

Proprietatile de derivabilitate a functiilor convexe le punem in evidenta
prin mai multe rezultate.

Teorema 3.1. Fie f: I — R convezrd si a =inf I, b =sup I, atunci:

i) f este derivabila lateral pe (a,b) si pentru orice ti,ty € (a,b) cut; < to,
avem:

fo(t) < falth) < fi(t2) < fa(ta);

it) daca a € I (respectiv b € I), atunci f are derivata la dreapta in a

(respectiv la stanga in b) gi
fola) < fi(t); respectiv fi(t) < fi(b), pentru orice t € I;

i11) exista o multime cel mult numdrabila A C I astfel incat f este deriv-

abild pe I\{A}.

Demonstratie. i) Fie ¢t € (a,b) si din r; este crescatoare pe I'\{t} rezulta ca
r; are limite laterale finite 1n ¢, adica:

hmM:lleR, hmM:lzeR
o Tt >t T

sily # Iy, adica f are derivate laterale in ¢ (este posibil I; = [y).
Fie t1,ty € (a,b) cua <ty <ty <bsiu,v,wecua<u<t; <v<ty<w<b.
Din monotonia lui r; avem:

e (u) <y (V) = 1y(t) < 1y(te) = 14, (V) <1y (w)
si deci
fity) = ry (b = 0) < vy, (0 +0) = fi(t1) < riy(t2 —0) =
= fi(ta) <oy (t2 +0) = fi(t2).

17
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ii) Daca a € I (respectiv b € I), atunci facem acelagi rationament ca si la
i) pentru a < t; < u (respectiv t < ty < b).

iii) Din 1) rezulta ca si f. este crescatoare pe (a,b), adica pe o multime cel
mult numarabila A, f! este continua pe (a,b)\A.

Fie ty € (a,b)\ A, atunci f! este continua in ¢, i pentru ¢t > ¢, avem:

fi(to) < falto) < f3(t)

si trecand la limita pentru ¢ — ¢y deducem fl(to) = fi(to), adica f este
derivabila in tg. Cum ¢, a fost arbitrar din (a,b)\ A, rezulta ca f este derivabila
pe I\ A.

Proprietatea 3.1. Fie f : I — R convexagia = inf [, b = sup [ iar ty € (a,b).
Avem: f(t) > f(to) + m(t —to), Vt € I si oricare ar fi m € [fi(to), fi(to)].

Demonstratie. Daca t > ¢, atunci:

f@) = flto) inf r,,(s) = fi(to) = m.

s>t

Analog pentru t < ty avem:

w < SSIGIP TtO(S) = fsl(to) < m,

Tto (t) =

adica ceea ce s-a cerut.
Se poate deduce din aceasta propozitie urmatorul rezultat:

Corolarul 3.1. Fie f : I — R deriwabila pe I, atunci f este convexa daca i
numai daca:

f(t) > f(to) + f'(to)(t —to), Vit to € I.

Demonstratie. Necesitatea se deduce din proprietatea precedenta, iar pentru
Suficienta. Presupunem ca inegalitatea are loc, atunci pentru orice a,b € I
si orice a € [0, 1] avem ca:

f(1=a)a+ab)+ f((1 —a)a+ ab)(a — b«
f((1—a)a+ab) — f'(1 —a)a+ ab)(a—b)(1—a),

de unde deducem

(1 —a)f(a) +af(b) = f((1 - a)a+ ab)

si deci f este convexa.
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Observatia 3.1. Din acest corolar putem deduce o alta interpretare geome-
trica pentru convexitatea functiilor derivabile. El implica faptul ca o functie
derivabila f : I — R este convexa daca si numai daca pentru orice ty € I,
tangenta la graficul lui f in punctul (¢o, f(to)) se afla sub graficul lui f. Daca
aplicam acest rezultat pentru functia ”— f”, deducem ca f este concava daca si
numai daca pentru orice tg € I, tangenta la graficul lui f in punctul (¢o, f(¢0))
se afla deasupra graficului lui f.

In continuare vom analiza din punctul de vedere al convexitatii, pro-
prietati caracteristice functiilor derivabile legate de teorema lui Fermat, functii
crescatoare, puncte de inflexiune, legatura dintre functiile derivabile de doua
ori si functiile convexe.

Teorema 3.2. Fie f : I — R convexa st deriwabila, atunci pentru orice tgo
punct din interiorul lui I, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) to - punct de minim global;

i1) to - punct de extrem local;

i) f'(to) = 0.

Demonstratie. i) = ii) se deduce din Proprietatea 3 (Capitolul 2) sau din
definitie.

ii) = iii) rezultd din teorema lui Fermat.

iii) = i) din rezultatul precedent.

Putem afirma ca acest rezultat este mai general decat cel din teorema lui
Fermat, deoarece aici avem conditii necesare si suficiente.

Am dedus ca orice functie convexa pe I este continua pe interiorul inter-
valului, avem insa un rezultat care exprima mai mult decat atat.

Teorema 3.3. Daca f : I — R este convexa, atunci f este lipschitziana pe
orice segment |a,b] inclus in interiorul lui I.

Demonstratie. Fie [a,b] inclus in interiorul lui I si w,v € [a,b] cu u < v.
Notam M = max {|f}(a)|;|f.(b)|} si atunci avem:

fu) = fv)

si deci [f(u) — f(v)| < M|u—vl|, Yu,v € [a,b].

Dam in continuare cateva criterii de convexitate pentru functii derivabile.

—M < fia) < filu) <

Teorema 3.4. O functie derivabila f : I — R este convexda (strict convexa)
dacd i numai dacd derivata sa este crescatoare (strict crescatoare).



Lucrare de disertatie 20

Demonstratie. Necesitatea. Avem f(t) > f(to) + m(t — tg), unde

t)— J(t t)— J(t
m € [fi(to), fi(to)], si din w > m pentru t > tg si L{(O) <m,
— 1o — o
deci derivata lui f este crescatoare, deoarece din teorema 1 avem f(t;) <

fé(tg), \V/tl < 9.
Suficienta. Presupunem ca ar exista o functie derivabila cu derivata
crescatoare si care nu este convexa. Ar exista atunci a,b,c € I cua <b < csi
rp(a) > rp(c), adica:

fb) = fla) _ f(c) — f(b)

P = 3t € (a,b);ty € (b,c)

cu f'(t1) > f'(t2) cu t; < to, absurd deoarece f’ este crescatoare. Deci pre-
supunerea facuta este falsa.
Deducem imediat o conditie pentru functii concave.

Teorema 3.5. O functie derivabila f : I — R este concava daca i numai
daca derivata sa este descrescatoare.

7

Se face o demonstratie analoga pentru functia ”— f”.

Ideea de a caracteriza functiile convexe cu derivatele de ordin unu sau doi
este destul de avantajoasa, dar pentru functiile nederivabile nu se poate folosi.
Daca functia este nederivabila sau derivabila numai o singura data, apelam la
criteriile anterioare.

Pentru functiile derivabile de doua ori, avem:

Propozitia 3.1. Fie f : 1 — R o functie derivabila de doua ori pe I. Atunci
f este convexa (concavi) daca si numai daca f"(x) > 0 (f"(z) < 0) pentru
orice x din I.

Demonstratie. Necesitatea. Daca functia este convexa pe I, atunci cum
este derivabila de doua ori, avem f’(z) crescatoare din rezultatul precedent.
Deoarece f'(z) este derivabild, fiind gi crescatoare, rezulta ca (f'(x)) =
f'(z) > 0.
Suficienta. Daca f”(x) > 0 pe I, avem ca f'(z) este crescatoare, deci, con-
form cu teorema precedenta, f este convexa.
Sau avem o alta demonstratie.

Fie a < x; < 23 < b. Pentru orice @ € (x1,x2) aplicam teorema lui
Lagrange pe intervalele [zq, ] §i [a1, 22, deducand existenta a doua puncte
& € (x1,a) si & € (aq,x2), pentru care:

fla) = f(x1) = f(&) f(z2) — f()

o — T i Ty — Q

= ['(&)
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gi cum & < & deducem f'(&1) < f'(&). Inlocuind a = (1—t)x1+txs, deducem:

fle) = f(a1) < f(@2) = flo)
t(.TQ — (L’l) - (]_ — t)((lfg — Il) ’

adica f(a) < (1 —1t)f(z1) +tf(x2).

Pentru verificarea concavitatii facem un rationament analog.

Faptul ca derivata a doua este pozitiva sau negativa pe un interval, exprima
geometric faptul ca, coeficientul unghiular al tangentei la graficul functiei este
crescator, respectiv descrescator. Punctul din graficul unei functii, in care
o functie continua isi schimba convexitatea, este un punct remarcabil gi este
definit de:

Definitia 3.1. Fie f : I — R o functie continua pe I. Un punct zy € I,
distinct la capetele intervalului 7, se numeste punct de inflexiune pentru f,
daca exista numere «, 3 din I, cu a < xy < 3, astfel incat f sa fie convexa pe
(e, ko) si concava pe [xg, 5) sau invers. Ilustram prin figurile alaturate cateva
cazuri.

Vom da o conditie suficienta pentru ca un punct sa fie de inflexiune, insa
avem nevoie de un rezultat legat de puncte de extrem dat de

Teorema 3.6. Fie f : (a,b) — R i 9 € (a,b) un punct critic §i functia f
derivabila de doua ori, atunci f"(xo) > 0 (f"(zo) < 0) iar xy este un punct de
minim local (respectiv de mazim local) pentru functia f.

Demonstratie. f”(xy) > 0, avem existenta unei vecinatati (xg — 0, xo 4+ 0) in
care f'(x) este crescatoare.
Din f'(zg) = 0, deci pentru orice x € (xg — d,x0) avem f'(x) < f'(z9) = 0
si deci pe (xg — 0,x) f este descrescatoare. Analog pe (xg,zo + 0) f este
crescatoare, deci pentru orice x € (zg — 0,9 + 6) avem f(zo) < f(z), rezulta
ca xq este punct de minim local.

Analog pentru punctul de maxim local. Cu acest rezultat, dam o conditie
suficienta pentru puncte de inflexiune prin
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Teorema 3.7. Fie xq un punct din I, f : I — R, f de doua ori derivabila
intr-o vecinatate V- a lui xo. Daca exista o, 3 € V' pentru care:

i)a<zo<f

i) ["(x0) =0

iti) f"(x) <0 pe (o, x0) st f"(x) >0 pe (xg, 3) sau invers, atunci xy este
punct de infleziune.

Demonstratie. Din teorema precedenta, f este concava pe (a, zo] si convexa
pe [z, 3), deci este punct de inflexiune.
Trebuie accentuat faptul ca numai conditia f”(xy) = 0 nu implica faptul ca x
este punct de inflexiune. Dam aici doua exemple.

a) f:R—R f(z)=2°—6x+4, f'(x) =32>—6, f'(xr) = 6z si pentru
x € (—00,0], f"(z) < 0 iar pe [0,00) f"’(z) > 0, adicd x = 0 este punct de
inflexiune.

b) f(z) = 2, f'(x) = 423, f"(x) = 1222, f"(0) = 0, dar f"(x) > 0V € R,

deci x = 0 nu este punct de inflexiune.

Observatia 3.2. Trebuie remarcat ca punctele de intoarcere sau cele unghi-
ulare pot deveni puncte de inflexiune. Iata cateva exemple.

y y y
~
(0] Xo X (0] Xo X O Xo X

Observatia 3.3. Notiunile de convexitate si concavitate sunt tratate in sens
complementar la fizica, si acest lucru la lentile.

Daca in Teorema 3.2 am enuntat un rezultat care este de fapt si reciproca
teoremei lui Fermat, iata cum arata celelalte reciproce.

Teorema 3.8. (Reciproca teoremei lui Rolle). Fie f : [a,b] — R o functie
derivabila gi strict converd. Atunci pentru oricare ¢ € (a,b) cu f'(x) = 0,
exista xy, s € |a,b] cu 1 < x < x4, cu proprietatea f(x1) = f(x2).

Demonstratie. [ este strict convexa, deci f’ este strict crescatoare, adica
f'(x) < f'(c) =0 pentru z € [a,c) si f'(x) > f'(c¢) = 0 pentru orice = € (c, b].
Deducem ca punctul zg = ¢, este un punct de extrem, de minim absolut si
f(x) > f(e), Vo € la, b]\{c}.

Putem avea:
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i) f(a) < f(b) si considerand g(z) = f(z) — f(a), avem:

si deoarece g este continua, deci cu proprietatea lui Darboux, exista xs € (c, b)
in care g(z2) =0 = f(x2) = f(a), luand z; = a avem concluzia.
ii) f(a) > f(b) si considerand g(x) = f(x) — f(b) avem:

analog (3) z2 € (a,c) pentru care g(x2) = 0 = f(x3) = f(b), alegem z; = b si
deci am dedus concluzia.

iii) f(a) = f(b) este evident.

Consecinta 3.1. f : [a,b] — R, de doua ori derivabila si f”(x) # 0 pentru
orice x € [a,b]. Atunci pentru orice ¢ € (a,b) cu f'(c) = 0 exista z; < ¢ < x3

i f(21) = f(x2).

Demonstratie. f"(z) #0,Vx € [a,b] = f"(z) >0V z € [a,b] sau f"(x) <0
V€ la,b.

Daca f"(x) > 0 Yz € [a,b] = f'(x) este strict crescatoare gi functia este
convexa, deci deducem rezultatul din Teorema 3.8. Pentru f”(z) < 0 avem
conditii analoge i aceeasi concluzie.

Observatia 3.4. Conditia de convexitate stricta este necesara, dupa cum
rezulta si din exemplul urmator:

fieL1 - R f<x)={

este convexa (dar nu strict) si f/(0) = 0, insa f(x;) # f(x2), pentru orice
1< <0;0< 2y < 1.

Consecinta 3.2. Fie f : [a,b] — R o functie derivabild i strict convexa.
Atunci oricare ar fi ¢ € (a,b), exista x1,x2 € [a,b] cu x; < ¢ < 2y si f(z1) —

f(x2) = (21 — x2) f'(c).

Teorema 3.9. (Reciproca teoremei lui Lagrange). Fie f : [a,b] — R o functie
derivabila si converd. Atunci pentru orice ¢ € (a,b), existd xi,z5 € |a,b],
x1 # To pentru care sd avem:

fwg) = fx1) = (xo — x1) f'(c).
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Demonstratie. Fie ¢ € [a, b] fixat si consideram functia

g(x) = f(z) = (f(c) + (z — ) f'(c)).

Deoarece f este convexa, am dedus f(z) > f(c) + (x — ¢)f'(c), Vx € [a,b],
adica g(z) > 0, Va € [a,b]. Avem atunci asigurata existenta lui z; # xo
pentru care g(z;) = g(xz), deoarece:

i) daca g(a) = g(b); x1 =asixzy =0.

ii) g(a) < g(b) si g(c) =0 < g(a) < g(b). Deoarece g are proprietatea lui
Darboux, deducem existenta lui xo € (¢,b) cu g(z2) = g(a) si deci z1 = a.

iii) g(a) > g(b), avem g(c) = 0 < g(b) < g(a) si exista z2 € (a,c) cu
g(x9) = g(b) si alegem x; = b.

o) =Sl =10~ (1 =10 )

9(x2) = f(z2) = f(c) = (22 — ) f'(c)
fla2) = f(21) = (w2 — 1) f'(c).

Consecinta 3.3. Fie I C R, f : I — R o functie de doua ori derivabila
cu f”(x) > 0. Atunci pentru orice ¢ € I (punct interior), exista xi,zs € I,

x1 # x9 astfel incat f(x1) — f(z2) = (21 — x2) f'(¢).

Tinand cont de

Demonstratia decurge din f”(x) > 0, deci f este convexa, si din Teorema 3.9.
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Convexitatea si integrabilitatea

Vom preciza cateva rezultate, cunoscute ca teoreme sau propozitii care
leaga cele doua notiuni.

Propozitia 4.1. (Inegalitatea lui Jensen). Fie f : [a,b] — [a, (] o functie
integrabild $i ¢ : [a,b] — R o funcfie convera gi continud pe [a,b]. Avem

P / fa)ds | < /b(wf)(fc)dﬂf-

Demonstratie. Precizarea de continuitate era necesara doar pe capetele in-
tervalului, deoarece in rest am dovedit-o inainte. Functia f este integrabila, ¢
continua, deci ¢ o f este integrabila si avem:

1 & b— 1
T}LIQOEZf<a+k na):b—a/f(x)dx

k=1

b
1 & b— 1
i 50 ) (a4 80) = 2 [0 e

k=1

Din convexitatea lui ¢ deducem:

n n

w(%Z(a+kb;a)) <=3 (wor (amb;a).

k=1 k=1

Trecand la limita si tinand cont ca functia ¢ este continua, vom deduce:

b
) 1< b—a 1 b—a
Jirgogo<ﬁkz:;f<a+k7)>Sr}inologkz:;/(cpof)(a+k - )

si deci concluzia.

25
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Consecinta 4.1. Fie ] CRsi f: I — R, integrabila, strict pozitiva. Atunci
pentru oricare a,b € I, cu a < b, avem:

b

b
ﬁ In f(x)dx <In bia/f(:v)dx

a

Se deduce ugor din concavitatea functiei logaritmice.

Propozitia 4.2. Fie I C R un interval si f : I — R o functie monotona si
converd. AtunciVa,b € I, a <b, avem inegalitatile:

min{ f(a), f(b)} < bia /f(x)dx < M

Demonstratie. Fixand a,b € I cua < b, si cum f este convexa pe [a, b] deci
integrabila (continua pe (a, b)), f este marginita. Putem presupune f(z) > 0
Vz € [a,b] (in caz contrar inlocuim functia f cu g(z) = f(z) + A\, A ales
convenabil).

Fie punctele M, = (a, f(a)) si M, = (b, f(b)) iar M, = (x, f(x) unde
x € [a,b]. Din convexitatea functiei f deducem ca M, este un punct situat
sub segmentul M, M,.

ol P@  x Qb «x

Deducem

/ f(z)dz < Ariapgag, = (b— G)M '

b
Pe de alta parte /f(x)dx > (b—a)f(a) (respectiv > (b — a)f(b)), deci are

a
loc concluzia.
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Observatia 4.1. Daca f este concava, atunci avem:

f(a) ; ) : i - /f(a:)da: < max{f(a), f(b)}.

Toate inegalitatile sunt stricte, daca convexitatea sau concavitatea este stricta.



Capitolul 5

Aplicatii.

5.1 Enunturi

Vom prezenta cateva probleme, la care dam solutii sau indicatii de re-
zolvare.

1. Daca f : I — R este convexa, atunci pentru orice a,b,c € I avem:

f(a)+ f(b) + f(c) a+b+c
3 +f(T) =

SHUCSIICINICH]

(Inegalitatea lui Tiberiu Popovici)

2. Pentru orice f : I — R, f convexa, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

t—a
: S0t t—a .
) £(0) < - fa) + p—f(B), V1 € (a.),a < b
— f(b — f(b
ii) Va,b,c € I cua <b < cavem fla) = JO) < /o) = I );
a—b c—b
a fla) 1
ili) Va,b,ce I cua<b<cavem Df= b f(b) 1] <0.
¢ fle) 1
3. Daca f: (0,00) — R este convexa, atunci exista:
lim&.
t—o0 t

4. Daca f : [1,00) — R, este convexa si derivabila de doua ori cu: tf'(t) <
f(t); Yt > 1, atunci:

i)g:[l,00) = R, g(t) = —~ este convexa,

28
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. a+b
ii) 2f( 5 ) <af(b)+0bf(a); Va,b> 1.

5. f : R — R este convexa, atunci pentru orice a,b € R i functia g : R — R
cu g(z) = f(ax +b), g este convexa.

6. Daca f : I — R este o functie convexa si a,b € I, atunci functia ¢ : [0,1] —
R, p(z) = f(ax + b(1 — x)) este convexa si reciproc.

7. Daca z;, > 0; k= 1,n cu 212923 ... ¢, = 1, atunci oy + 29 + - -+ + 2, > n.
8. Fie f : [0,1] — [0,00) o functie integrabila §i convexa astfel incat

1
/f(x)dm = 0. Sa se arate ca f(z) =0, Vz € (0,1).
0

9. Sa se determine functiile f : [0,4] — [0,00) integrabile si concave care

3
3
satisfac relatia /f(m)da: = 5f(2).
1

10. Fie ay,as,a;3,...,a, € Rgi A, Ao, ..., A\, € Ry, atunci avem inegalitatea:

< Aar + Agag + -+ A\ay,

1
(ai‘lag"" . a’\") AMFAzd A
AMtX+ -+,

T

(Inegalitatea mediilor generalizata)

11. Fie f : I — R o functie de doua ori derivariabila. Atunci f este functie
afinda & o, 0 €R, f(z)=ar+ p; Vel

12. Fie f : [0,00) — R o functie concava cu f(0) > 0, atunci f este subaditiva.
13. Fie f : R} — R o functie convexa si subaditiva. Atunci functia g(z) =

1
— f(z), € R’ este monoton descrescatoare.
T

14. Fie f : [a,b] — R o functie convexa si continua pentru care f(a)- f(b) < 0.
Atunci ecuatia f(z) = 0 are o singura solutjie.
(Extindere pentru teorema lui Darboux)

15. Fie I € R un interval si f : I — R o functie concava si monoton
crescatoare. Atunci oricare ar fi x1, x9, x3, T4 € I, care sunt In progresie arit-
metica crescatoare, avem:

i) f(z1) + f(24) < flz) + f(23)

ii) f(z1) - fza) < flw2) - f(73).
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16. Fie I C R un interval §i f : I — R o functie convexa si nenegativa. Atunci
pentru orice z; € I; i =1,ncux <y <x3<---<ux, avem inegalitatea:

x1 f(xn) + 2o f (1) + 23 f(22) + - + 2 f(T01) <
S xpf(wy) + 21 f(2) + 0+ T f(20).

17. Fie I C R un interval. Construiti o functie convexa f : I — R pentru care
f o f nu este convexa.

18. Fie I C RY un interval si f : I — R o functie nenegativa si de doua ori
derivabila cu f”(x) < 0si f'(z) < 0. Atunci:

V@) f(@2) . f(@n) < flan-aa. .. 1),

Vai,x9,...,00 €1, x1 + 29+ ...2, =n.

19. Fie I : R — R o functie convexa si majorata. Atunci f este constanta.

n

20. Fie ai,ag,...,aq, € R, bl,bg,bg, e 7bn S ]Rj_, ZG/Z‘ = ]_, atunci
i=1

i a; 1

i <
1>Zl+bi_ L4 0002 . ben

i=1

daca b; <1,Vi=1,n;

cdaca b; > 1,Vi=1,n.

a;
y -
i) L+b — 14003 bon

1

21. Sa se arate ca:

x+ n Z‘n‘i‘ n

i)( 2y) < Qy;Vx,y€R+,n€N;
x + X

y< Inz + i

2 T +y rT+y

ii) In

Iny; Va,y € RE.

n
22. Fie x1,2,...,1, € R} cu E x; = 1, atunci
1

- 1’ 24 1)
Z(!Ei+—) ZM%VPGN-
np—1

’Z’.
i=1 v

n
23. Fie 1, 29,...,2, € (0,1) cu Zx, = 1, atunci avem:
i=1

n

1 n?

i=1
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24. Fiex; >0;i=1,ngi N\ €[0,1]; 4 Z Ai = 1. Avem
1

n n
i
i=1 =1

(Inegalitatea lui Holder)

3 3
D
25. Daca aq,as, a3 > 0, atunci ; > ;
da ) a
1 i=1
' 11 1
26.Dacéa,b,cERi§1a+b+c:1,atun<31—~|—E+—29.
a c
. 1 1 1
27. Daca a,b,ce R, sia+b+c=1, atunc1——|—b2+—>27

28. Daca functia f : [a,b] — [a,b] este convexa si inversabila, atunci:

b
1 b 1
b_a/f%@m <C‘+ < b_a/ﬂ@m

29. Fie f : [a,b] — R o functie derivabila de doua ori si f”(x) > 0 pentru orice

x € [a,b], atunci:

[ e <250 (@) + 10

30. Sa se arate ca daca f : [1989,1999] — R este o functie integrabila si
convexa, atunci:

1996 1991 1999
/f)@g/f@m+/f
1992 1989 1997

31. Fie functia f : [0,1] — R de doua ori derivabila cu f”(z) > 0, Vz € [0,1]
si f(1) = 0. Sa se arate ca:

‘/f ( _J /f )dz; unde k > 1.

1/k
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32. Fie f,¢:[0,1] — R, cu proprietatea ca f este convexa iar g este concava
si f(0) =0, g(0) =1, f(1) = g(1) > 0. Sa se arate ca: g(z) — f(x) > 1 — =z,
Ve 0,1].

33. Sa se arate ca:

1
= In*(cosz) <

8=

(tgx —x), Vo € [0, g)

34. Daca x1,x2,...,x, > 0 nu sunt toate nule, sa se arate ca:

(ot Tt )"

$1+$2+"'+In

35. Fie f : [0,a] — R derivabila de doua ori pe [0,1] cu f"(z) > 0, Vz € [0,1].
Daca p € N; p > 2, demonstrati ca:

/1f(x)dx < pp_gl F(1) + (1%1)2/1f(x)dx.

36. Fie f : R — R o functie concava si derivabila cu proprietatea ca
lim (f(x) — ax — b) = 0. Sa se arate ca f(z) <ax+0b, Vz € R.

, VneN".

37. Fie f,g : [a,0] — R, f convexa, g concava si f(a) = a, g(a) = b, f(b) =
g(b). Sa se demonstreze ca:

g(l’)—f(l’)Zb—Z', VI'E[CL,b].
(Generalizarea problemei 32)

38. Fie f : (0,00) — R o functie strict convexa si strict crescatoare. Sa se
demonstreze ca sirul (z,,)nen; T, = f(n) nu contine nici o progresie aritmetica
infinita.

39. Dacépi20,2':1,—71§in¢:l,atunciin>O,i:1,—n§ir21,
1

r € R, avem:

P1T] 2T D’ D1 D2 o\ (P1EZ14+p2224 A+ Pran)”
xy eyl > (2 al) :

(Generalizarea inegalitatii lui Jensen)

40. Fie functia f : [a,b] — R. Atunci f este convexa daca si numai daca exista
o functie g : (a,b) — R astfel incat pentru orice 2’ € (a,b) si 2" € [a, b] are loc
relatia:

f(x/) + (m// _x/>f<x/) S f(x//)
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x
41. Se considera functia f : [e, e*] — R, data prin f(x) = s Sa se arate ca:
nw

2 < 6— 2).
e_e—l/f 4e+)

42. Fie a > 0. Sa se determine cea mai mare valoare A € R pentru care:

jﬂWﬁQEAjF@ﬁ

oricare ar fi functia f : [0,a] — [0,00), derivabila de doua ori cu f(0) = 0,
f'(x) <0si f'(0) =1,V €[0,a].

43. Fie x1,x9,23,...,2, > 08l a1, a9,...,a, > 0 astfel incat S = Zai > 0.
i=1
Sa se arate ca:

1 1
_.|_
a1x1 + agxo + -+ apr,  aox1 +agxrs 4+ -+ a,T,
1 1 /1 1 1
- <<z (=+=—+-+—).
ap®1 +a1xo + -+ ap_1x, ~ S \x1 T2 Tn

T
44. Demonstrati ca in orice triunghi ABC in care A, B,C € (O7 E) are loc

inegalitatea:

VigA++/tg B+ /tgC > 3
Vetg A+ \/etg B+ ctgC —

45. Fie f : R — R o functie convexa si derivabila iar ¢ > 0. Demonstrati ca

pentru orice a € R, exista x, € R, pentru care f(z, +¢) — f(x,) = f'(a).

46. Fie f : (a,00) — R o functie derivabila, concava si monoton crescatoare.
Aratati ca pentru orice r > 0 sirul:

= Z f'(a+7rk) — f(a+rn) (n > 1) este convergent.

47. Fie [ : (a,00) — R o functie derivabila, concava gi monoton crescatoare.

Sa se arate ca Vr > 0, seria Zf’(a + rn) este convergenta dacd gi numai
n>1
daca:
sup | f(a+rn)| < oc.

n>1
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48. Fie f : (a,00) — R o functie de doua ori derivabila cu f'(x) > 0 si
f"(x) <0, Vx> a. Sa se arate ca Vr > 0 girul

T = Z f'(a+7rk) — f(a+rn) (n > 1) este convergent.
k=1

11
49. Fie k > 1 fixat si z, = T 5 ——lInkn; (n > 1). Sa se arate ca girul
— J
7j=1

n

(Z1)n>1 este convergent. In particular girul lui Euler z,, = Z ——Inn(n>1)
B J
1
este convergent.

50. Sa se arate ca functia f : I — R, I interval si convexa in sensul lui Jensen,
nu are discontinuitati de prima speta in puncte interioare lui 1.

51. Fie f : [0,1] — R convexa in sensul lui Jensen. Atunci pentru orice

r€[0,1]NQ avem f(r) < sup{f(0), f(1)}.

52. Fie functia f : R — R, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) f este concava gi crescatoare;

ii) Pentru orice n € N gi orice giruri de numere reale aq, as, . . ., a, respectiv
bi,bs,...,b,, pentru care

by <by <+ <y,
ay <by, a1 +a <by+bo,...;01+a+---+a, <b+by+---+0,

are loc inegalitatea:

flar) + flaz) + -+ flan) < f(b1) + f(b2) + -+ + f(bn).

53. Daca ay,as,...,a, € (0,00) si by, by, ..., b, € (0,00) care indeplinesc
conditiile:

1) by <bg <--- < by

i) ap < by, a+a; <bs+by,...,a1+as+---+a, <b+by+---+ by,
atunci
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4. z”: arctga; < z”: arctg b;
1 i=1

5. Z % > n.
1 (2

54. Fie f:[0,1] — R o functie descrescatoare.
a) Sa se demonstreze ca functia F': [0,1] — R

F(z) = /f(t)da: este concava
0

b) Sa se arate ca pentru orice m € [0, 1], exista a € R pentru care, oricare
ar fi x € [0,1] avem:

jf(x)dt < a(z —m).

55. Fie f,g: A(A C R) — R doua functii, una concava si una convexa.
Aratati ca ecuatia f(x) = g(x) are cel mult doua solutii.

56. Fie functia h : R — R care verifica conditiile:
i) h(z) >0,Vx e R
ii) A"(z) < 0 Vz € R, atunci functia h este constanta.
Ramane concluzia adevarata daca A = (0, 00), verificand i) si ii) pe (0, 00)?

> — atunci:

ISE oY

S e

57. Sa se arate ca daca a,b,c € R} si

In(1+a) S In(1+¢)
In(1+b6) ~ In(l+a)

58. Sa se afle partea intreaga a numarului real:

1
A:w/ " da.
arctg x
U

3

3

59. Fie f : [a,b] — R de doua ori derivabila cu f”(x) > 0. Sa se arate ca:

(b a)f (“‘2”’) < /bf(fv)dx < (oI
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60. Fie f : [a,b] — R o functie de doua ori derivabila cu f”(x) > 0.
Sa se arate ca:

(b—a)’
2

f'(a) < / f(x)dz — (b~ a)f(a) <

61. Fie f : R — R, o functie convexa si (z,),>1 un sir de numere reale pentru
care:

Sa se arate ca:

&)

llm - =
1

62. Fie f : R — R o functie derivabila de doua ori cu f”(x) > 0. Aratati ca
daca f este marginita, atunci functia este constanta.

63. Fie I C R un interval §i f : I — R o functie strict convexa. Daca a,b € I,
a <bsi fi(a) >0, atunci f este strict crescatoare pe [a, b].

64. Se considera polinoamele A, B, C' € R[z| cu proprietatea ca A(z) < B(x),
Vz € Rgi C(z) este o combinatie convexa a polinoamelor A(z) si B(z). Aratati
ca daca polinoamele A(z) si B(x) au cel putin cate un punct fix, atunci si
polinomul C(x) are cel putin un punct fix.

65. Fie f : [a,b] — R o functie convexa gi u € (a,b) un punct in care f este
derivabila. Aratati ca exista x1, 2 € [a, b] pentru care:

f(xl) — [(z2)

X1 — X2

= ['(u).

66. Fie f o functie, f : (0,00) — R, de doua ori derivabila pe (0,00) cu
f"(x) >0, Va € (0,00). Consideram numerele a,b,¢,d € (0,00) cua < b <
¢ < dsia+d = b+c. Stabiliti o relatie intre numerele f(a)+ f(d) si f(b)+ f(c).

67. Fie f : R — (—00,a), a > 0 o functie de doua ori derivabila pe R si care
indeplineste conditia:

fx)+2f(z)+ f'(x) >0, Ve € R.

Sa se arate ca f(z) +2f'(z) + f"(x) = 0.
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68. Fie (z,)nen un gir de numere reale nenegative cu proprietatea

Tpio < aXpy1 + bx,, unde a,b > 0sia+ b < 1.
Aatati ca girul este convergent (girul se numeste gir subconvex de ordin 2).
69. Incercand si definim un alt tip de functie, apropiat de cel al functie con-
f(z) -QF f(y) . f<33 +y

vexe, adica f : R — R,

T) + |z — y|, vom arata ca o

astfel de functie nu exista.

5.2  Solutii

1. Avand simetrie in cele trei variabile, putem presupune a < b < c.
Vom deosebi cazurile:

) b<a+b+c - a+b+c
i) <5 ii) >T.
. _ ... a+b+c a+c _a+b+c b+c
In primul caz avem ordonarile: 5 < 5 <csgi 5 < 5 <e¢
) o a+c a+b+c b+c
si avem combinatiile convexe 5 = QT—FHO, a+ [ =1, 5 =
a+b+c )
/\T—%/Lc,)\—i—u:l, de unde obtinem:
b+ 2 b b—2
a+0+ c:()\+a)a+ +c+(2_)\_a)cz()\+a)a+ C—|—20,
2 3 3
de unde 59 5o 5
7a—|—2 C—(/\+Oé)a7+3 C:>/\+Oé:§.

Din convexitatea lui f avem:

(M) sor () - s
ij”)SAfCU§15)+u—AV@>

care prin adunare conduc la

a+b b+c a+c
r(55) e (5) () <

ra+ 3 (),

1 1 1
< SH@+550) + 5 -

2
de unde prin inmultire cu 3 se obtine rezultatul cerut. Analog cazul ii).
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9. 1)t b—t t—ab N < b—1 t—a 5. d

. i) _b—aa+b—a = f(t) bff(a)%—b_af( ), deoarece avem
b—t t—a .

b—a b—a

i)b=aa+(l—a)c;a e (0,1)sicuma—b=(1—a)(a—c); c—b=ala—c)
fla) = f(b) _ fle) = f(b)

si deci 0= a)a—0) < ala—c) < f(b) <af(a)+ (1 —a)f(c).
a f(a) 1 a f(a) 1
iii) Dy = b f(b) 1|=|b—a f(b)— f(a) 0] =
¢ fle) 1l le=b fle)=f(b) 0O
= (b= a)[f(c) = FO)] = (c = B)[F(b) = f(a)] si
SPTONLCES (P EEN (G

x
3. Notam L = in%—), si L € R. pentru orice x € (0,00), exista un n € N
> xZ

asa incat © = na + (r — na), de unde a > 0 gi deducem

flz) _nfla) + fle—na) nfla) flz—na)

T i T T

L<

IN

Deoarece f este convexa, ea este i subaditiva.
Din definitia marginii inferioare Ve > 0, 4 a > 0 cu proprietatea

L< f(a) <L+es La< fla)<(L+¢)a
a
si deducem
x x x
@) B
deci lim ——= = L. Analog pentru L = —o0.

r—o0 I

4. i) Se verifica conditia de convexitate pentru functia g, deoarece este deriv-
abila de doua ori, folosind tf'(t) < f(t), Vt > 1.

b 1
i) 2/(“57) <2 5100+ SO = 1 @) + 1+ 10) < af®) + (o)
Va,b > 1 tinand cont de f(z) > 0; Va > 1.

5. Fiex,y € Rgiu,v > 0cuut+v =1, atunci g(ux+vy) = f(auzr+avy+b) =
fu(az +b) +v(ay +0)) < uf(ax +b) +v(ay +b) = ug(x) +vg(y).
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6. Fie x1,29 € [0,1] i u,v > 0 cu u+v = 1. Atunci avem:

o(uzy +vg) = fla(uzy + vea) + b(1 — uzry — vay)] =
= flu(azy — bxy + b) + v(axy — bry +b)] <
<uf(ax; +b(1 — 1)) +vf (axe + b(1 — x49)) =
= up(@1) + vp(z2).

Reciproc, daca a,b € I si w,v > 0, cu v +v = 1, atunci f(ua + vb) =

flua+ (1 =u)b) = o(u) = (1 u+0-v) <up(l) +vp(0) = uf(a) +vf(b),
adica functia este convexa.

7. Considerand functia In : (0, 00) — R care este concava, chiar in sens Jensen
(se demonstreaza fara derivate), adica

" 1 1
111 T + T2 + + x Z - (lnx1+lnx2+. . .-'-lnxn):— ln(I1I2 e J,’n):O:lnl
n n

n

deci
l’1+l’2+"'+$n

n

> 1.

8. Sirul 'y : t t 1 1 dr =0
. Sirul a,, = ﬁ;f — | este convergen aoff(x) x = 0.

Pe de alta parte, din inegalitatea lui Jensen, avem:

1 2 n

— + — _l’_ [P _l’_ —

n n

0<f|L <a,
n

n+1
si deci lim f 5 = 0.
n—oo n

Presupunem ca ar exista «, pentru care f(a) > 0 si considerand « € (0,1/2),

ng + 1 no+1 1 . o
3 ng € N pentru care f 5 < f(a) avem > — > «agi f convexa, de

Ny )

1/2

unde f(x) > f(a) >0, Vz € [0,a]. Dar /f(x)dx > /f(x)dx > f(x)% > 0,

0

1
contradictie cu /f(x)dx = 0.
0

9. Deducem pentru orice x € [1,2]

fw) = f((1 - 5) 042 .2) > (1 - 5)f<o> PO 2 LA
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Analog pentru z € [2,3], f(z) > ¢ ; xf(Z), de unde f(x) > 2f(2) si
fade> [272) =672y [ f@ar= 52) [ o= 5

1 1

M S~

fayde = 312) [(a =)o =7 7(2)

pentru a determinat. Avem deci peste tot egalitati obtinute din adunare,
T
I we

flx) = . Se poate lua a = 3.

3—x '
5 f(2); xe€l2,3]

10. Inegalitatea data este echivalenta cu:

N Ina; i
<1
ZA1+)\2+ =\, H<Z/\1+A2 ~+An>’

care se deduce din concavitatea functiei logaritmice.

11. Daca functia f(z) = ax + b, f"(z) =0i f'(z) = a, deci afina.
Daca f'(z) = ¢, atunci fie 2o € I. Aplicand teorema lui Lagrange pe [z, xo]
avem: f(z) — f(xg) = (x — z9) f'(§) = (x — z0)c, de unde deducem

f(@) =2 -c+ f(zo) —zo0,
adica cerinta.

12. Daca f(0) # 0, putem inlocui pe f prin f— f(0). Deoarece f este concava,
f(x) = f(0)

rezulta ¢ : (0,00) — R, p(z) = ——0 este monoton descrescatoare.
I‘ —
DeciVz,y e R} cux <x+ysiy<x+y, deducem:

flo) S flet+y) fly)  flety)

I

r Tty y o x+y
:xf(x)+f(y)2f<x+y)(%w+xiy)=f(x+y)-

Pentru x = 0 sau y = 0 inegalitatea este evidenta.

13. Presupunem f convexa si fie x, h pozitivi fixati si deoarece

T
)\:x_'_he(o,l), r+h=Ar+(1—-X\)(2z+h).
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f convexa = f(x+h) < Af(x)+ (1 —N)f(2x 4+ h) si cum f este subaditiva

fQRe+h) < flz)+ f(e+h) = fle+h) <Af(x)+ (1= A)f(2)+
+ (=N f(z+h) = Af(z+h) < f(),

1 1
adica . hf(x +h) < Ef(x)

14. Presupunem f(a) < 0, f(b) > 0 iar z1,z9 € (a,b); z1 # x2 cu f(x1) =
f(zg) = 0. Daca x € [a,b] si fie My(z1f(z)). Pentru ¢ € (z1,x9) atunci
c=(1— XNz + Axz cu X € (0,1) si din convexitate deducem:

fle) (X =AN)f(x1) + Af(z2) =0

si f(a) < 0, adica M (z4,0) este situat deasupra segmentului M, M., absurd,
adica cel mult intr-un punct se poate anula. Existenta este asigurata de con-
tinuitatea lui f.

l‘l—f-ZL‘g ]_

= flz2) > §(f($1) +

15. i) Fie xy, x9, x3, x4 progresia, deci x5 =

1
f(x3)) sianalog f(x3) > 5 (f(za)+ f(x1)), care prin adunare conduc la cerinta.

i) o1 Sap S @y <ay = flan) < flaz) < flas) < flaa) sideci:
[f(@a) = f@2)] f 1) < [f(2a) = f(22)] fl22) < [f(235) — f21)] f(22),
de unde f(xz4)f(21) < f(3)f(22).

16. Functia fiind convexa, avem inegalitatea: Z aria (D;) < aria (D).
i=2

(D)

Deoarece

f(wia) + f2) | fxy) + f(n)

aria (D;) = (z; — x-1)
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avel:

n

flx) + fleioa) _ flxr) + f(xn)
Z(% — 1) 5 < 5

(xn — 1)
i=1

= Z zi f(z;) — Z i1 f(zio1) + Z i f (xio1) — Z zi1f(x;) <
<z f(r1) — 2 f(20) + 2o f(20) — 21 f(21)
= o1 f(n) + Zﬂfzf(-%—l) <z f(o1) + Zﬂfz—lf(ﬂfz)

17. Pentru I = R, consideram functia f(z) = | x| — 1 pentru care (fo f)(x) =
r—2, z>1

—T rel|0,1 . o . <
’ 0,1) care evident nu este convexa, desi f este convexa.
x, xz € (—1,0]
—x—2, x € (—o0,—1]
Daca f nu este convexa, alegem spre exemplu I = [0, 7] si f(x) = 1 —sinzx

care este convexa. Avem:

(fof) <z> — _cosOsins = —1< 0,
2 2
deci (f o f)"(x) nu are acelagi semn, deci nu poate fi convexa.

.. . . T+ xg 4+ 2y
18. Din inegalitatea mediilor: {/x1xs... 2, < =1, de unde

1% ...y < 1= f(1) < f(x129...2,). Dar din concavitate avem:

> —(f(x1) + f(z2) + -+ flzn)) >

n

3

)= (
> 3/ f(z1) fz2) ... f(zn)

adica cerinta.

l’1+$2+"'+$n> 1

19. Lucram in ipoteza ca functia este derivabila, deci f’ este monotona
crescatoare. Rezultda 3 lim f'(x), 3 lim f’(z). Functia fiind majorata,
r——+00 r——00
JkeR, cu f(zr) <k VxR Saaplicam regula lui L’Hospital pentru
—k
lim Ja) =k lim f'(z).

T— —00 €T T——00 r——+00 €T T—00
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Deoarece <I>x g > 0, Vo € R*; M < 0, Vo € RY, deducem
zl_i)r_noo fl(x) > 0si hm f'(z) <0, dar f’ este monoton descrescatoare, adica
f'(@)=0= fz) =

20. Fie f(z) = (1+e5)7 f: R = R, f'(x) = e®(e® — 1)(1 + ¢%)73, adica

f(x) <0, Ve <0si f"(x) >0,Vx > 0.
Daca b; < 1 implica ; = Inb; <0, i = 1,n, f(Zam) > Zazf(mz) si deci

1 1

avem ; 0 > LD b Analog pentru b; > 1, Vi = 1,n.

21. Fie f(x) =2";x € Ry sin € N.

i) f"(z) = { g(n -z, Z i i adica f”(z) > 0, Vz > 0 si avem
(52) =1 (552 = 30+ f) = T4 oy o

1
ii) Fie f(x) =axlnz;n >0cu f'(x) =1+ Inz, f'(r) =—>0,Ve >0si
x

din convexitatea lui f avem:

ety sty xox Y.y
1 <—In=-+=In=
> T3 S Mata My
adica cerinta.
1 p
22. Fixam p € N si consideram f(x)—(x—l——) , € RY
T

. 1 1\? 2 1\*!
f(w)zp(p—l)(x+;)(1—ﬁ) +$—€(x+;) Vx>0,

de unde deducem f”(z) > 0,Vz > 0.

1
f convexa = f <—
n

o) a2 o) B 2) 252

i=1 v

23. Consideram f : (0,1) = R, f(z) =

1 , care este convexa.

- 1 n
Deoarece f"(x) >0 = E flz;) > n( ) =n T adica cerinta.
1
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1
24. Fie f : (0,00) — R, f(z) = Inx pentru care f"(z) = —— < 0, adica
x

functia este concava, de unde deducem:
f (:E:/&Jﬁ) EiZE:Adf(xﬂ :>1H<:£:,&Qh> Eizz:Aihlxi
i=1 i=1 i=1 i=1

si obtinem Z)\ T; > Hx Egalitatea pentru Ay = Ay = -+ =\, =
conduce la 1negahtatea medulor

25. Considerand functia f : (0,00) — R, f(z) = x?, convexa, implicd pentru

3 3
f(Z)\le) < Z)\,f(xz) si daca alegem x; = L S —

- 2a903 2a1as

se deduce:

2a1a2
(ai’ -+ a%’ + ag)2 < (ofll + a;l + ag) (a? + a% + a%) ,
adica cerinta.

1 a
— =14 —+ - care prin adunare conduc la:
c c c

1 1 1 a b a c b ¢
4= =3+ (4~ +<—+—)+ -+ >0.
a b ¢ b a c a c b
Sau se aplica pentru f(x) = x + — convexitatea.
T
6
27. f:(0,00) = R. f(x )—x+— f"(x) = — > 0, deci convexa.
x

f(a) + F(B) + f(c) > 3f (%b“) S atbdet gt by > 28
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28. f~! este concava, deci avem:

b

b b
- ! 1 - 1 a+b
f b_a/f(:zr)dx Zb_a/(f1of)(a:)dx:b_a/xda:: A

a

_a+b

b b
1 1
f convexa = (m/fl(x)da:> > ; /(f1 o f)(z)dx = 5

—Qa
a

29. Aria domeniului marginit de graficul functiei f si axele Ox respectiva = x

b
$i b = x este /f(x)dx.

A(a, f(a))

. B(b, f(b))

o] M@ N(b) X

") + FO)] s

Aria trapezului determinat de punctele M NAB este

inegalitatea este evidenta.

30. Consideram girurile de diviziuni echidistante de norma tinzand la 0 pentru
intervalele [1989, 1991], [1992,1994], [1994, 1996] si [1997, 1999]:

S

2
Al =(1989 =z) <zf <ay <--- <z =1991); ) =1989+ —k; k=0,
n

0,n

2
Ay =(1992 =yl <yl <yy <---<yn=1994); y,’j:1992+ﬁ/{:; k

2
A = (1994 =z <27 < zy <--- <z =1996); 22:19944-5& kE=0,n

2
Af = (1997 =t <#] <t <o <17 =1999); £ = 1997+ ~k; k=0,n

2 2
Avem ||A?|| = —; lim — = 0. Vom determina A, u € (0, 1) astfel ca
n’ non
yp=Axp + (1= Nt si 2 = pap + (1 — p)ty; Vn e N k= 0,n.
Avand:

2k 2k 2k
1992 + — = A <1989 + —) +(1-X) (1997 + ;) & 1992 = 1997 — 8A
n n
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(S

3

de unde A = = i analog u = —.

oo

Din convexitatea functiei deducem:

) 3 3 )
PR S +SFE) s FESSFED L)

rezulta

Fy) + £(z) < fag) + f{tg); Vn e N VE=1,n

Zf )2 +Zf D <D S+ S

= lim oap(f, (¥")) + lim oan(f, (2"

n—oo n—oo

< lim oar(f, (")) + Hm oan(f, (")

n—oo n—oo

de unde

adica cerinta.

k—1 1
0 l—a= T

32. Fie A(0,1); B(1,k) unde k = f(1) = ¢(1) > 0. Graficul lui f este pe
restrictia [0, 1] sub coarda AB, deoarece f este convexa.

Daci hi(z) = kz; x € [0,1] vem f(x) < hy(x), V2 € [0,1].

Graficul functiei g este deasupra coardei AB, pe restrictia [0, 1] si deci g(x) >
ho(z) = x(k — 1) + 1; hy : [0,1] — R, rezulta:

31. Este o aplicatie a functiei convexe pe [0, 1] cu o =

flx)—gx)<kr—kr+x—1=g(x)— f(x)>1—2, Vz€[0,1].
33. Aplicand inegalitatea lui jensen sub forma integrala pentru

f (o%) R, f(z) = tgz.

g:R—R, g(z) = 22, care sunt doud functii continui, derivabile si
b b
1
Jd'(x)>0=g¢g b—/f(x)dx / ))dx, Ya,be I, a<b,

—a

unde f: [ — Jsig:J— R. Avem deci:

x 2 x
1 1 1 9
2ln (cosz) < —(tgx—x) < | = [ tgydy | < — [ tg*ydy.
x x x x

0 0
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34. Inegalitatea este echivalenta cu:

dar considerand functia f : (0,00) — R, f(z) = /z, pentru care f"(z) =
171
—<— — 1) zw 2 care este negativa. Cum f este concava, aplicam proprietatea
n\n

1
de concavitate pentru o; = —; 7 = 1, n.

n
Se poate da si o solutie elementara la nivelul clasei a IX-a.

1
35. Functia f este integrabila pe [0, 1], deci si pe [—, 1} Fie A o diviziune
p

—1
echidistanta a intervalului {—, 1] de norma P
n
1 1 —1
A:m0:—<x1:—+p—<m2:
b p pn
2(p—1 1 kp—-1
:—+M<~'<xk:—+b<xn:1.
p pn p pn

Atunci avem:

Din faptul ca f este convexa avem:

()1 () ()

p p p n

(L poLk Dy, potg(k
-2 G = () ()
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si deci

adica cerinta.

36. f concava. Daca 3 ay f(z) > aa + b, cum este convexa, se poate construi
un sir a,, — +oo gi lim f(oy,) — aa,, —b > 0.
n—oo

37. Vezi problema 32.

38. Presupunand ca sirul a,, = f(n); n > 1 contine un sir infinit de numere,
care formeaza o progresie aritmetica de ratie nenula.
Fie acest sir: ag,, Gy, Qrgy - - -, Ay - CU Ky < ko < k3 <--- <kp,<...

1
2 ap, = ay +ay, = 2f(ke) = f(k1) + f(ks) = f(ka) = §(f(k1) +

ki + k
f(k'g)) > f( ! 5 3), deoarece f este strict convexa si aceasta conduce

ki + ks

la: ko > = 2ky > ki + k3 si analog relatiile 2k3 > ko + ky;
2ky > ks + ks, ..., 2kp > kpq + kpra, ...

Fieko =ki+p;p e N= 2k +2p > k1 + ks = k1 +2p > ks = ks—k1—p <
p = k3 — ko < p, deci sirul este urmat de termenul al treilea la diferenta mai
mica decat ky — ky = p. Deci dupa cel mult p + 1 pasi se ajunge la: 1+, r,
m cum < r — 1, dar girul este crescator.

39. Inegalitatea este echivalenta cu:

> piainm > (pray + para + -+ pazy)” Y piln;
i=1 i=1

care se deduce din concavitatea functiei logaritmice si a functiei f(x) = 2" cu
r > 1.
f:(0,00) — R. Deoarece f"(x)=x""2(r(r—1)Inz +2r —1) > 0.

40. Necesitatea. Presupunem ca f convexa gi definim functia g : (a,b) — R
cu ¢ (z) = f'(z), Vo € (a,b). Daca 2’ € (a,b) si 2" € [a,b], 2’ # 2".

Pentru f convexa avem asigurata existenta derivatelor laterale ale lui f si mai
mult fi(z1) < f(z1) < fo(w2) < fol@2).

Daca o’ <" = f(1 —t)z' +t2") < (1 —t)f(a') + tf(2"); 0 <t <1, deci

f@' + (=" —a)) — f(z))

t(z" — ')

f(@') +
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si trecand la limita
f@) + @ =) fo(a) < fa")

si analog pentru z’ > z”.

Am demonstrat ca pentru f convexa, tangenta la dreapta la graficul
functiei f in orice punct din (a,b) este sub graficul lui f.
Suficienta. Fie x1,20 € [a,b], 21 # x3. Deoarece pentru t € {0,1}
relatia de convexitate este evidentd, putem presupune ¢ € (0,1) si fie x =
try + (1 — t)xg € (a,b). Pentru 2/ =z, 2" = 2, apoi #’ = z, 2" = x5 In relatia

fl@') + (2" —2)g(x
f(@) + (21 — 2)g(x) < f(z1) /1
f(@) + (z2 —x)g(x) < fla2)/1 -1

") < f(2”) conduce la:

} = f(x)+0g(x) < tf(z1)+(1—1)f(22).

T
41. Fie functia f : [e,e?] — R data prin f(z) = o
nr’
2—Inz
Deducem f”(z) = L Vx € le,e?]. Avem inegalititile:
rin’x

/f i < 0 0210

pentru f : [a,b] — R monoton crescatoare mtegrablla si convexa.

G)

Pentru a = e, b = ¢€? :>€2<—/f Ze—l—?).

42. f"(x) < 0= f'(x) este descrescatoare = f'(x) < f'(0) = 1.
Vom arata ca A = 1 verifica inegalitatea si apoi ca aceasta este valoarea cea
mai mare.

a 2 a
Am aratat ca (/f(t)dt) > /f3(t)dt pentru toate functiile f : [0, a] —
[0, 00) derivabile, in conditiile date.

Consideram functia F' : [0,a] — R, F(x ( / f(t dt) - / f3(t)dt pentru

care F’(x)zQ(if(t)dt) (z) — f3(z) { /f (t)dt — f*(x 1

xT

Cu notatia G(z) = 2/f(t)dt — f*(x); G : 0,1] — R avem

0

G'(z) =2f(x) = 2f(x) - f'(2) = 2f(z)(1 = f'(x)) 2 0
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rezulta ca G este crescatoare, i cum G(0) = 0 = G(zx) > 0 = F'(z) > 0,
rezulta ca F este crescatoare, F'(0) = 0 = F(z) > 0 si deci F'(a) > 0, adica
ceea ce s-a cerut. Alegem f(z) = z, f : [0,a] — R pentru care f(0) = 0,
f'(x) = cosz < 1, f"(x) = —sinz < 0. Scriind inegalitatea ceruta pentru

2 (14

a
f(x) = sinx rezulta y > /\Z’ de unde A <1 = Ak = 1.

1 2
43. f(x) = = f:(0,00) = Rcu f'(x) = — >0, deci f este convexa.
x

aq a9 Qn . a;
Deoarece ——|— — 44+ —==154i oy = —, deducem:

S S S : S

- 1 S ~ 1
Qili | = = < Qi—,
/ (Z ) " 171 + Ao + -+ -+ apTy ; x;

! E ;T
1

si analoagele care prin adunare conduc la cerinta.

44. Inegalitatea simetrica in A, B,C', deci putem considera A < B < C si

functiile f, g : (O, g) — R, f(x) =tgx, g(x) = /ctgx.

T
Deoarece f este convexa pe (— ) ( ), avem:
_ . T
iar cum g este concava pe | —, — |,

6’2

>
S

tg B+ /tgC > 2\/

2\/ctg ,
372

/ B+C | A
\/cth+\/cth§2 ctg =2 tg—.
> Vied vigd +2\/Ctg_ \/1—1t2
S = >
> VetgA 1—#
Vetg A+ 2 tg—

2t? .
1 \&T__
1
dart € | 0,— ) = n € (0,1]. deducem din h: (0,1] - R
(0.55) = ne 0.1

Tl2

si notand n =

x+2 (x —1)(z* + 2z + 3)
h(z) = Va2 +2 ;KW (x) =2
(z) v 2¢ + 1 (z) (2x + 1)2\/m
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cu W (z) <0= S > h(l) =+/3, adica cerinta.

r+e)—flz
45. Consideram functia g : R — R, g(z) = A )~/ ) Aplicand teo-
£

rema lui Lagrange pe [a — ¢, a] i pe [a,a + €] avem asigurata existenta a doua
puncte ¢ € (a —¢,a) si d € (a,a+ ¢) cu proprietatea f(a) — f(a —¢) = f'(c);
fla+¢e)— f(a) = ef'(d), dar din f’ crescatoare pe R si ¢ < a < d rezulta
gla—c¢) = f'(c) < f'(a) < f'(d) = g(a). Deoarece g are proprietatea lui
Darboux, 3z, € (a —¢,a) cu g(z,) = f'(a).

46. Din f(z) <0, Ya > a, consideram sirul asociat lui (—f) care coincide cu
(—2p)p>1. Deoarece Im f 30, 3n > 1cu f(z) >0, Vo > a+rng. Schimband
deci f cu —f, sau considerand sirul (z,),>o putem presupune f(z) > 0.
f concava si derivabila, rezulta f’ este monoton descrescatoare. Cum [ este
monoton crescatoare, avem f’(x) > 0. Notam a,, = a+rn;n > 1§i 2y —a, =
fans1) = flans) + f(an) = flansr) —rf' (&) < (1 —r).

Cum (f'(an)),>; este sir monoton descrescator de numere nenegative si
r > 0, rezulta -

/ 07 rz1
(1 — T)f (an+1) < { (1 _ r)f’(al), O<r<l

= flagsr) — flaw) =7 f' (&) <rf'(ap), VE>1

de unde
n n

tn= Y flar) = flan) = =Y flargn) — flax) = flan) >

1 1

> (% — 1) flan) — %f(cn).

1
r

Deoarece (f(an))n>1 este gir monoton crescator de numere pozitive:
0, 0<r<l

()= (e

deci girul este minorat, adica este convergent.
47. Sirul x,, = Z f'(a+rk)— f(a+rn) este convergent, deci seria Z f'(a+rn)
k=1

este convergenta & Zf’(a + rk) este convergent < (f(a + rn)),>; este
k=1
convergent < (f(a + rn)),>1 este marginit (fiind monoton) < sup(a + rn) <

n>1
—+00.
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48. Din f'(z) > 0, f"(x) < 0 conduc la f concava si din f/(x) > 0 monoton
crescatoare i suntem la problema 46.

49. Functia f(z) = Inz; > 0 si deducem f'(z) > 0; f”(z) < 0, de unde

n

Tp = Zn:f’(kj) — f(kn) = %Z—lnlm, n>1
j=1

j=1
este convergent.

50. Daca a € I ar fi punct de discontinuitate de speta I, ar rezulta ca Ve > 0,
39 > 0asaincat a — 0 < x < a ar implica |f(x) — f(a—)| < €, unde
fla—=) = lim f(z), adica:

z<a

fla=) —e < fla) < fla—) +=.

a
Pentru z € (a — §, a) atunci € (a—d,a) si:

e+ f@+e
- 2 - 2

fla—)—c<f (“a) _ f@) + f(a)

2

adica f(a—) < f(a) + 3¢ si cum ¢ este arbitrar, rezulta f(a—) < f(a) si
analog f(a+) < f(a). Cel putin una din aceste inegalitati este stricta, de
exemplu ultima, insa atunci din definitia lui f(a+), rezulta ca exista un interval
(@ — 0,a + ) astfel incat pentru y € (0,0) avem f(a —y) < f(a) st f(a) >
fla+vy), de unde:

f((a—y)-;(cwy)) < f(a—y);f(aﬂLy) < f(a).

absurd, adica avem discontinuitate de prima speta in punctul a din interiorul
intervalului .

51. Din ipoteza de convexitate Jensen, se demonstreaza prin inductie:

om f (2%le> < Zf(xl), x; € [0, 1]

si pentru n < 2™ rezulta, considerand punctele x, 11 = X190 = -+ = Tom =
1+ ZTo+ -+ 2, | .
5 , inegalitatea

n

f (%Z%) < %Zf(%)

1
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m
Fie r = — (ireductibila) si in inegalitatea de mai sus consideram

n
X1 =Ty =""+=Tp_p =01ar Tp_mi1 = Tp_maa = -+ = T, = 1, rezulta:

flr) < (1 =7r)f(0) +rf(1) de unde f(r) < max{f(0), f(1)}.

52. Avem nevoie de urmatoarele rezultate: f: R — R concava si x,y, z,t € R
curx <y<z<tsgiz+t=y+timplica f(x)+ f(t) < f(y) + f(2), rezultat
cunoscut de noi din problema 15, deci nu il mai reluam.

Dovedim ca i) = ii) prin inductie matematica.
Pentru n = 1, evidenta, si daca este adevarata pentru n — 1, o dovedim pentru
n, adica a, < b, = f(a,) < f(b,). Presupunnd ca a, > b,, atunci daca in

n—1 n—1
inegalitatile a; < by, a1 + as < by + by, ..., Zai < Z b; avem o egalitate

1
k

k
(DEk, 1 <k<n-—1cu Zai = Zbi, avem a1 < bpgi1, Qrg1 + Apgr <
1 1
b1 + bry2, ooy Qpy1 + g2 + -+ + @y < bpgy + bpgo + -+ + by si din pasul
inductiv, deoarece n — k < n — 1, avem: Zf(akﬂ-) < Zf(bkﬂ') si la fel
i=1

1

z k
Z fla;) < Z f(b;), care adunate conduc la ii).
1 1

Daca toate sunt stricte, avem punand

a:min(bl—al,bg+b1—al—ag,...,b1+bg+...

+bn—1_al_a2_"'_an—17an_bn)7

/

/ / /
ap =a1 + ;09 =0ag,...,04 n = ap —

n—

L= Qp, a
si dovedim ca avem cel putin o egalitate, de unde

flar) + flay) < flar + @) + flan — @)

care conduce la concluzie.
ii) = i) Pentru n = 1 rezulta f crescatoare si deducem

f<x—2Fy> N f(w)-gf(y)

Fie 7o € Rsi [ = lim f(z), L = lim f(z), care exista deoarece f este

z<zQ r>xzQ
monotona, mai mult [/, L € R.

Din ii) rezulta Ve > 0 avem:

flzo —2e) + fxo) <2f(xo—¢) si 2f(xo+¢) < f(xo) + f(zo + 22),
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deci:

l%f(mo —2¢e) + f(xo) < li_r)r(l]2f(x0 —¢€)

lim 2f (o + €) < f(zo) + f(z0 +22) } > L= fw) <

o4

si cum f este crescatoare | < f(xg) < L = | = L = f(x), adica f este

continua, deducem f concava.

53. Toate inegalitatile se obtin din problema precedenta, respectiv:

i) f(z) =2 [:(0,00) = R, f(z) =0

1
i) f(z) =Inz; f:(0,00) = R, f"(z)= =
i) f(x) = VE: £ (0,00) = R, f/(@) = — a0/
2
iv) f(z) = arctgz; f:(0,00) = R; f’(z) = _ﬁxx?‘

54. F: [0,1] = R, F(x) = /f(t)da; este concava daca si numai daca:

0

(*) F(Azy+ (1 = N)z1) > AF(22) + (1 = N F(21), YA € [0,1]

siVay,ze €0, 1].
Fie 2* = Axg + (1 — X)xa, deci

F(z*) = 7f(t)dt - 7f(t)dt + 7f(t)dt

0
si

Fzy) = / F(t)dt = / F(t)dt + / F(t)dt + / F(t)dt,

deci inegalitatea (*) este echivalenta cu:

f F(t)dt > >\7 F(t)dt + A72 f(dt  sau

)\/f(t)dtg (1—)\)/f(t)dt
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dar 9 — 2" = 19 — Axe — (1 — N)xy = (1 — A)(we — x1) > 0, deoarece 0 <
ry <ot <xo<1lgiaz*—x =ANzy—x1)>0. Exceptand cazurile A € {0, 1},
inegalitatile sunt stricte. Din monotonia lui f avem:

3 [ F0)d < M = ) f(a) = ML= Nz — ) 0) <

<(1-NfE) < (1-N / F(t)dt

adica cerinta.
ii) Aratam de fapt ca pentru orice m € [0, 1], 3 a,b € R astfel incat:

_m) < /f(t)dt <alz—m), Yz € 0,1]

Deoarece f este descrescatoare pe [0,1] putem scrie f(1) < f(z) < f(0),
Vz € [0,1] si tot din monotonia lui f deducem:

T

(:B—m)f(l)S/f(t)dt§($—m)f(0), VYo >m

(m— 2)f(1) < / F(t)dt < (m — 2)£(0), Y < m,

de unde rezulta valorile lui a i b.

(a)

g
55. Daca f(b) = g(b) cua <b < crezulta
fle)=y(c)

f) = Fl1=Na+ A < (1 =N f(a) +Af(c) =
= (1 =Ngla) +Ag(c) < g[(1 = A)a+ Ac] = g(b),

deci avem egalitati peste tot, daca insa sunt strict convexe si concave propri-
etatea nu are loc. Daca insa sunt strict convexe si concave avem o contraditie.

56. Din f”(x) < 0, deducem f’ monoton descrescatoare si deci 3 lim f/(x)

T——00

si lim f’(z) notate cu « respectiv 3 gi avem:
T——+00

lim Ja) lim f'(z) = «; lim £ = lim f'(x) = p.

T——00 €T Tr——00 T—00 €T T—00
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/(=) . J(x)

Cum f(z) < 0= — <0, daca z € R* si

x x
a < 0 respectiv § > 0, adica a = § = 0.
Deci lim f'(z) = lim f(z) = 0, f’ monotona = f'(x) =0, Vo € R si deci

T——00

fo) et
Pentru h : (0,00) — R concluzia este falsa, de exemplu h(x) = /.

57. Avem de aritat cd vbc < a = In(1+b)In(14¢) < [In(1+a)]? si deducem:

\/%Sa:>1+\/%§1+a:>ln<1+\/%> <In(1+a)
= (In (1+\/%>)2§ (In(1 + a))?,

> 0 daca v € R si deci

2
deci avem de dovedit ca In(1+b) In(1+4¢) < (ln <1 + \/E)) sauln (In(1 + b))+
In(In(1+¢)) <2In (ln (1 + \/%))

Fie x1,29 € R cu b = e"', ¢ = €™ gi relatia precedenta revine la:
In (In (1 + ™)) + In (In (1 + e2)) < 2In (111 (1 +e +)) .
Considerand functia f(z) =In(In (1 +¢€%)); f: (0,00) — R, avem:
, e® " e’ [In(1 4 e*) — €]
T) = : T) =
1) (14 e*)In(1 + e®) () (14 e*)?[In(1 + e””)]2

deoarece In(1 +t) < t, Vt > 0, deci concava, adica are loc cerinta.

si f este crescatoare gi convexa.

58. Fic f : {?1} — R, f(z) =

arctg x
/ arctg x — lfo o
fl(z) = arcte’s si din g(z) = arctgx — 2 conduc la
g (x) = %, g(0) =0=g(z) > 0= f'(z) >0, adica f este crescatoare.
2z — 2arctg x

Pe de alta parte f”(x) = > 0, adica f este convexa. Deci f

(1 + x2)2arctg’x
este continua, convexa si crescatoare. Am aratat ca:

fla) + f(b)

(b= a)f@) < [ f@)d < (b- a0

Se—
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1
si deducem: [W / ]
arctg x
I

3

3

+1
59. Definim F : [a,b] — R, F(t /f )dt — (t — a)f(a 5 ) pentru care

oot (52 (55
= t;a {f’(ct)—f' (a;t)} ;o € (HTa,t) .t € a,b].

Aplicand f’(x) crescatoare, rezulta F'(t) > 0 = F(b) > F(a) > 0.
Pentru cealalalta inegalitate consideram:

avennl:

G:la,b] = R; G(t) = (t—a)w—/f(x)dx

si deducem

(t—a)f'(t) + F(@) = F(1) _ =
2 = G =5~

si G’ (crescatoare) din G'(a) = 0= G(b) > G(a) =

G'(t) = f'(t) =0

t—a)?
= o),
Avem: F/(t) = f(t) — f(a) — (t — a)f'(a); F"(t) = '(t) — f'(a) > 0, deoarece
f' este crescatoare rezulta F’ este crescatoare cu F'(a) = 0.
Deducem F'(b) > F(a) = 0.

Pentru inegalitatea cealalta, consideram functia:

60. Functia F : [a,b] — R, F(¢ /f Ydz — (t —a)f(a) —

G : la, b — R, G(t):(b_zt)Qf +(b—t)f /f

sidin G'(t) = (b—t)[f'(t) — f'(b)] < 0 = G descrescatoare, adica G(a) >
G(b) = 0.

f(z)
L+ f(x)’
flx+y) - f(z) N f(y)

L+ flz+y) ~ 1+ f(x) 1+ f(y)

61. Fie functia f, cu f(z+y) < f(z)+ f(y), atunci si functia g(x) =

pentru care g(z +y) < g(z) + g(y) &
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flx4+y) < flx)+ fly) +2f(x)f(y) + f(x)f(y)f(x + y) care este evidenta.

Avem atunci:

0<g<zxz)§§; Z% 9<§n:xi>:

deci lim ! - =0.
1

62. Din f”(x) > 0 deducem f’ strict crescatoare. Deoarece f este marginita

superior, f(z) < a, a € R, Vx € R. Consideram functia ¢ : R — R;

g(x) = f(z) —a s h(zx) = x; g,h : R — R. Avem ¢'(z) = f'(x) = ¢

este strict crescatoare, deci (3) lim g¢'(z) si lim ¢'(z). Dar lim |h(z)| =
T——00 T—+00 T—00

lim |h(z)| = +o00. Aplicam regula lui L’'Hospital si deducem:

Jim =l gt T = i /)
9(z) .y ) .
Pentru z > 0 = ) < 0 = lim ¢'(x) < 0, deci ¢'(z) este crescatoare si
€T T—00
deducem ¢'(z) <0, Vx € R,.
x
Pentru z < 0, % > 0sideci lim ¢'(x) >0 = ¢'(x) > 0 pentru orice
X T——00

r < 0= ¢'(r) = 0= g constanta, adica f constanta.
Ipoteza la marginire este esentiala, dupa cum rezulta din f : R — R;

f(z) = 22

63. Functiile convexe, sunt continue pe interiorul intervalului gi admit derivate
laterale monoton crescatoare in punctele interioare lui I.

Daca a < b= fi(a) > 0= fi(z) > fi(a) >0, Vz > a si z interiorul lui I,
adica f monoton crescatoare pe (a,00) N I.

Fie x,y € I, © < y fixati gi sa presupunem ca f(z) = f(y), adica fiind
monotond pe [z, y] este constanti. Insi f(Az+(1=N)y) = Af(x)+ (1= f(y),
VA € [0,1], adica nu ar fi strict convexa. Nu poate avea loc f(x) = f(y) =
f(z) < f(y), deci f este strict crescatoare pe I, N [a, b].

64. Vom arata ca A(x) < C(z) < B(x), care este echivalenta cu

A(z) < M(z) + (1 — VB(z) < B(z) & (1 — N A(z) < (1 — \)B(z)
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si AM(x) < AB(x) care sunt evidente.
Deducem A(z) —z < C(z) —x < B(z) —x =

A(zy) — o < C(x1) — 21 < B(xy) — 14
A(ZEQ) — T2 S C(l’g) — T S B(l‘g) — X9

si daca f(x) = C(x) — x care este continua, dar f(z1) > 0 si f(z2) < 0, care
implica proprietatea lui Darboux, existenta unui punct ¢ € (z1, x2) pentru care

C(c) =c.

65. Consideram functia g(z) = f(z)—(f(§)+(z—=&) f'(£); x € [a, b] si deoarece
f este convexa, deci continua pe (a,b) si in orice punct unde este derivabila,
tangenta la grafic este sub grafic, f(x) > g(z), adica f(z) > f(§)+(x—&) f'(€),
de unde g(z) > 0.

Daca g(a) = g(b), F 21 =a, v2 = b, g(x1) = g(x2).

Daca g(a) < g(b), cum f este continua si g(x) > 0, g(§) = 0, deducem
g(&) < g(a) < g(b), deci I x5 € (£,) cu g(xs) = g(a) si avem

g9(x1) = g(x2) = fla1) — (f(§) + (z1 = &) f'(§) =
fla2) = (f(E) + (22 = ) f'(§) = fla1) — flxz) = (21 — 22) f'(£)-

66. Aplicand teorema lui Lagrange pe [a,b] si [c, d] avem:
b<c= 51 < 52

si din f"(z) > 0 = f’ strict crescatoare, rezulta f'(&;) < f/(&2).

Avem f(b) — f(a) < f(d) — f(c), adicd f(b) + f(c) < f(a) + f(d).

67. Considerand functia g(z) = e*f(z), g : R — R care este derivabila de doua
orisi ¢"(z) = e* (f(z) +2f (x) + f"(x)) > 0 rezulta g convexa si deoarece este
marginita superior, deducem ca g este constanta = ¢”(z), adica f(z)+2f"(z)+

f'(x) =0

68. Fie girul y, = max{zny,x,+1}. Din 2,40 < axpiq + by = Tpyo < ay, +
by, = yn(a +b) < y,, deducem y,1 < y,. Deci (y,)nen este descrescator
si y, > 0, deducem ca sirul este convergent si fie lim y, = [. Vom arata ca
lim x, = L. o

n—oo

Fiee >0sin. €e Ncuy, <l+as; Vn > n.. Dacan > 1+ n. atunci
Tpo1 < Yp_1 < l+ a.. Presupunand x,, < [ — € rezulta

T < axy +br, 1 <a(ll —e)+b(l+ae)=(a+b)l+alb—1)e <,
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rezula y, < [, contradictie cu y, descrescator si lim y, = [, deci pentru orice
n—oo

n>1+n avem!—¢e <, <y, <l+a <l+e¢, de unde |z, — | < ¢,
Vn >n.+ 1, rezulta lim z,, = L.

Pentrua+ b0 <1 = limx, = 0. Notand [ = limz, = [ > 0 si pe de alta parte
[ <(a+0b)l, de unde I = 0.

1+ 1 l
69. Fixam n > 1. Pentru fiecare intreg ¢ definim A; = f( ) — f(—)
n n

i+ 2 - e : y
; y = — si inlocuind in relatia data, avem:
n

()30 (5) )4

de unde prin insumare pentru n valori consecutive obtinem (i = 0,n — 1).

Luand z =

f(2) = f(1) > f(1) = f(0) + 4n.

Aceasta inegalitate nu poate avea loc insa pentru orice n, deci nu exista astfel
de functii.
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